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1.
(a)領域 I

|x| < aにおけるシュレーディンガー方程式は

− h̄2

2m
d2ϕI

dx2
+ (−V0)ϕI = EϕI. (1.1)

領域 II

|x| > aにおけるシュレーディンガー方程式は

− h̄2

2m
d2ϕII

dx2
ϕII = EϕII. (1.2)

(b) 束縛状態なので、

lim
|x|→∞

ϕII(x) = 0. (1.3)

(c) |x| = aにおけるポテンシャルの「跳び」は有限なので、波動関数とその微係数が連続であ
る。すなわち、

ϕI(a) = ϕII(a), ϕI(−a) = ϕII(−a), (1.4)

ϕ′
I(a) = ϕ′

II(a), ϕ′
I(−a) = ϕ′

II(−a). (1.5)

(d) V (x)の最大値が 0なので、束縛状態のエネルギー固有値 Eは負である。そこで、

0 > E ≡ − h̄2

2m
κ2 (1.6)

とおく。

また、一般にE > −V0が言えるので、

(E + V0) =
h̄2

2m
k2, (1.7)

とおく。
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このとき、

k2 + κ2 =
2mV0

h̄2 , (1.8)

である。

領域 Iの解

(1.7)より (1.1)は

d2ϕI

dx2
= −k2ϕI, (1.9)

と書ける。この方程式の一般解はA, Bを任意定数として、

ϕI(x) = A cos kx+B sin kx. (1.10)

このとき、パリティ正の条件より、

ϕI(−x) = A cos kx−B sin kx = ϕ(x) = A cos kx+B sin kx.

よって、

B = 0. (1.11)

すなわち、

ϕI(x) = A cos kx. (1.12)

領域 IIの解

a < xにおけるシュレーディンガー方程式は

− h̄2

2m
d2ϕII

dx2
= EϕII. (1.13)

(1.6)を用いると、(1.13)は

d2ϕII

dx2
= κ2ϕII, (1.14)

となる。この方程式の一般解は C, Dを任意定数として、

ϕII(x) = Ce−κx +Deκx. (1.15)

ところが、
lim

x→∞ϕII(x) = 0,
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より、

D = 0. (1.16)

よって、a < xのとき、

ϕII(x) = Ce−κx. (1.17)

パリティが正の条件より、x < −aのとき、

ϕII(x) = Ceκx. (1.18)

(1.17)と (1.18)をまとめて、領域 IIの解は

ϕII(x) = Ce−κ|x|, (1.19)

と書ける。

ϕI, II(−x) = ϕI, II(x)なので、x = aでの接続条件のみ考えれば十分である。

x = aでの波動関数とその微分係数の連続性から、

C cos ka = De−κa, (1.20)

−kC sin ka = −κDe−κa,

すなわち、

kC sin ka = κDe−κa. (1.21)

(1.21)よりも、これを (1.20)で割った式

k tan ka = κ, (1.22)

の方が係数がなくて便利である。

実際、(1.8)と (1.22)を連立させて κ、すなわちエネルギー固有値を求めることができる。

ξ ≡ ka, η ≡ κa, (1.23)

と定義すると、両方程式は

ξ2 + η2 =
2mV0a

2

h̄2 , (1.24)

ξ tan ξ = η, (1.25)

となる。

グラフ（省略）の分析より、π <
√

2mV0a2

h̄2 < 2πのとき、束縛状態が２つ存在することが言える。
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2.
(a)

ψ(x, t = 0) ≡ ϕ(x) = N e−ax2
. (3.1)

規格化条件は、

1 = |N |2
∫ ∞

−∞
dx e−2a x2

,

= = |N |2 1√
2a

∫ ∞

−∞
dy e−y2

,

= |N |2
√
π

2a
. (3.2)

よって、

N =
(

2a
π

)1/4

. (3.3)

(b)
1次元自由粒子のシュレーディンガー方程式

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= − h̄2

2m
∂2

∂x2
ψ(x, t), (3.4)

の特解（定常解）は,

ψ(x, t) =
ei(px−εpt)/h̄

√
2πh̄

≡ ϕp(x, t), (−∞ < p <∞). (3.5)

ただし、

εp =
p2

2m
=
h̄2k2

2m
. (p ≡ h̄k).

任意の tに対して ϕp(x, t)はデルタ関数型の規格直交系をなしている：∫ ∞

−∞
dxϕ∗

p′(x, t)ϕp(x, t) = ei(εp−εp′)t/h̄
∫ ∞

−∞
dx

2πh̄
ei(p−p′)x/h̄

= δ(p− p′). (3.6)

さらに、次の完全性条件が成り立っている：∫ ∞

−∞
dpϕ∗

p(x
′, 0)ϕp(x, 0) =

∫ ∞

−∞
dp

2πh̄
eip(x−x′)/h̄

= δ(x − x′). (3.7)
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さて、(3.5)で与えられる特解は完全系を成すので、(3.4)の一般解は、ϕp(x, t)の重ね合わせで表すこ
とができる：

ψ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dpCp ϕp(x, t) =

∫ ∞

−∞
dpCp

ei(px−εpt)/h̄

√
2πh̄

. (3.8)

そして、この展開係数 Cpは初期条件 (3.1)から決めることができるのである：実際、(3.1)を (3.8)に代
入して、

N e−ax2
= ψ(x, 0),

=
∫ ∞

−∞
dp′ Cp′ ϕp′(x, 0),

=
∫ ∞

−∞
dp′√
2πh̄

Cp′ eip′x/h̄. (3.9)

これは、フーリエ変換で ψ(x, 0)を表すことと同値。

左から、ϕ∗
p(x, 0)を掛けて xについて積分し、(3.6)を用いると

Cp =
∫ ∞

−∞
dx√
2πh̄

e−ipx/h̄N e−ax2
,

=
N√
2πh̄

∫ ∞

−∞
dx e−ax2−ikx, (p = h̄k). (3.10)

ところが、 ∫ ∞

−∞
dx e−ax2±ikx =

√
π

a
e−k2/4a. (3.11)

よって、

Cp =
N√
2πh̄

√
π

a
e−k2/4a,

=
N√
2h̄a

e−k2/4a. (3.12)

これを (3.8)に代入して、

ψ(x, t) =
N√
2h̄a

∫ ∞

−∞
dp e−k2/4aϕp(x, t),

=
N

2
√
aπ

∫ ∞

−∞
dk e−k2/4a+i(kx−h̄k2t/2m),

(3.13)

ここで、

α ≡ 1
4a

+ i
h̄t

2m
,
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とおくと、

I ≡
∫ ∞

−∞
dk e−k2/4a+i(kx−h̄k2t/2m),

=
∫ ∞

−∞
dk e−αk2+ikx,

=
(
π

α

)1/2

e−x2/4α. (3.14)

よって、

ψ(x, t) =
N

2
√
aπ

(
π

1/4a+ ih̄t/2m

)1/2

e−x2/(1/a+2ih̄t/m). (3.15)

(c)
(3.15)において、

4α = 1/a + 2ih̄t/m =
√
a−2 + (2h̄t/m)2eiθ(t) ≡ A eiθ(t),

ただし、

A ≡
√
a−2 + (2h̄t/m)2, tan θ ≡ 2ah̄t

m
.

また、
x2

a−1 + 2ih̄t/m
= x2 a

−1 − 2ih̄t/m
a−2 + (2h̄t

m )2
= x2

(
1

aA2
− i

2h̄t
mA2

)
,

に注意すると、

ψ(x, t) =
N√
a
A−1/2e−iθ(t)/2e−x2/aA2

ei2h̄tx2/mA2
(3.16)

よって、

〈x2〉 ≡
∫ ∞

−∞
dxψ∗(x, t)x2ψ(x, t),

=
N2

aA

∫ ∞

−∞
dxx2e−2x2/aA2

,

=
N2

aA

(
aA2

2

)3/2 ∫ ∞

−∞
dy y2e−y2

,

=
N2

23/2

√
aA2Γ(3/2),

=
(

2a
π

)1/2 1
23/2

√
aA2

√
π

2
,

=
aA2

4
,

= (4a)−1

[
1 +

(
2ah̄t
m

)2
]
. (3.17)
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Δx ≡
√
〈x2〉 =

1
2
√
a

√
1 +

(
2ah̄t
m

)2

　 ∼ 1
2
√
a

2ah̄t
m

=
√
ah̄t

m
(t >> 1), (3.18)

となる。すなわち、時間とともに波束は広がっていく。

このことは以下のように理解できる：最初の状態において位置の不確定は

Δx ∼ 1/2
√
a

であるから、不確定性関係より、

Δp ∼ h̄

2
1

Δx
= h̄

√
a,

の運動量の不確定がある。これは速度に直すと、

Δv =
h̄
√
a

m
,

である。したがって、時刻 tでは

Δx ∼ Δv × t =
h̄
√
at

m
,

の不確定が生まれる。（波束が広がる。）
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3.

この系のシュレーディンガー方程式は[
− h̄2

2m1

∂2

∂x2
1

− h̄2

2m2

∂2

∂x2
2

+ V (x)

]
Ψ(x1, x2) = ET Ψ(x1, x2). (3.1)

重心座標X ≡ (m1x1 +m2x2)/M (M ≡ m1 +m2)と相対座標 x = x1 − x2で微分を書き直す:

∂

∂x1
=

∂X

∂x1

∂

∂X
+

∂x

∂x1

∂

∂x
,

=
m1

M

∂

∂X
+

∂

∂x
, (3.2)

∂

∂x2
=

∂X

∂x2

∂

∂X
+

∂x

∂x2

∂

∂x
,

=
m2

M

∂

∂X
− ∂

∂x
. (3.3)

よって、

1
2m1

∂2

∂x2
1

=
1

2m1

(
m2

1

M2

∂2

∂X2
+

2m1

M

∂2

∂X∂x
+

∂2

∂x2

)
,

=
m1

2M2

∂2

∂X2
+

1
M

∂2

∂X∂x
+

1
2m1

∂2

∂x2
, (3.4)

1
2m2

∂2

∂x2
2

=
1

2m2

(
m2

2

M2

∂2

∂X2
− 2m2

M

∂2

∂X∂x
+

∂2

∂x2

)
,

=
m2

2M2

∂2

∂X2
− 1
M

∂2

∂X∂x
+

1
2m2

∂2

∂x2
. (3.5)

(3.6)

したがって、

1
2m1

∂2

∂x2
1

+
1

2m2

∂2

∂x2
2

=
m1 +m2

2M2

∂2

∂X2
+

1
2

(
1
m1

+
1
m2

)
∂2

∂x2
,

=
1

2M
∂2

∂X2
+

1
2μ

∂2

∂x2
. (3.7)

ただし、μは次で定義される換算質量である:

1
μ
≡ 1
m1

+
1
m2

. (3.8)

Ψ = R(X)ϕ(x)と (3.7)を (3.1)に代入すると、

−ϕ(x)
h̄2

2M
∂2R(X)
∂X2

−R(X)
h̄2

2μ
∂2ϕ(x)
∂x2

+ V (x)R(X)ϕ(x) = ET R(X)ϕ(x). (3.9)
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両辺をR(X)ϕ(x)で割り、標準的な変数分離法の議論を行うことにより、

− h̄2

2M
∂2R(X)
∂X2

= EXR(X), (3.10)[
− h̄

2

2μ
∂2

∂x2
+ V (x)

]
ϕ(x) = E ϕ(x), (3.11)

を得る。ただし、ET = EX + E.
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4.
(a)
３階完全反対称テンソル εijkを用いて、

L̂i = εijkx̂j p̂k,

と書ける。

これを使って、まず次の交換関係を証明する：

[L̂i, x̂j ] = ih̄ εijk x̂k (4.1)

[L̂i, p̂j ] = ih̄ εijk p̂k. (4.2)

[(4.1)の証明]

[L̂i, x̂j ] = [εilkx̂lp̂k, x̂j ],

= εilk[x̂lp̂k, x̂j ],

= εilk {x̂l[p̂k, x̂j ] + [x̂l, x̂j ]p̂k} ,
= εilk x̂l(−ih̄)δkj ,

= −ih̄εiljx̂l,

= ih̄εijlx̂l. (4.3)

[(4.2)の証明]

[L̂i, p̂j ] = [εilkx̂lp̂k, p̂j],

= εilk[x̂lp̂k, p̂j],

= εilk {x̂l[p̂k, p̂j ] + [x̂l, p̂j]p̂k} ,
= εilk (ih̄)δlj p̂k,

= ih̄εijkp̂k. (4.4)

[L̂と Ĥ の可換性]

[L̂i, Ĥ] = [L̂i,
p̂2

2m
] + [L̂i, V (r)] =

1
2m

[L̂i, p̂2] + [L̂i, V (r)]. (4.5)

ところが、

[L̂i, p̂2] = [L̂i, p̂j p̂j ]

= p̂j [L̂i, p̂j ] + [L̂i, p̂j] p̂j

= p̂j (εijk ih̄p̂k) + (εijk ih̄p̂k) p̂j

= ih̄p̂j p̂k (εijk + εikj) = 0. (4.6)
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一方、

[L̂i, V (r)] = [εijk xj p̂k, V (r)]

= εijk ([p̂k, V (r)] + [xj , V (r)]p̂k)

= εijk xj [p̂k, V (r)]

= εijk xj [−ih̄∂k, V (r)]

= εijk xj (−ih̄)
∂V (r)
∂xk

= −ih̄ εijk xj
xk

r

dV (r)
dr

= 0. (4.7)

ただし、εijk xj xk = 1
2 (εijk + εikj)xj xk = 0, を用いた。

以上より、任意の i (i = x, y, z)に対して,

[L̂i, Ĥ] = 0, (4.8)

が言えた。すなわち、
[L̂, Ĥ] = 0.

(b)
波動関数を ϕ(r) = R(r)Y (θ, φ)とおくと、シュレーディンガー方程式は⎡

⎣− h̄2

2m
1
r

∂2

∂r2
r +

L̂
2

2mr2
+ V (r)

⎤
⎦R(r)Y (θ, φ) = ER(r)Y (θ, φ). (4.9)

ところが、L̂
2
が θと φ、およびそれらの微分のみで書けているので、

左辺 = −Y h̄2

2m
1
r

∂2

∂r2
rR+

R

2mr2
L̂

2
Y + V (r)R(r)Y (θ, φ),

となる。

よって、(4.9)の両辺をRY で割り、通常の変数分離法の議論を適用すると次の二つの方程式を
得る：

L̂
2
Y (θ, φ) = −h̄2[

1
sin θ

∂

∂θ
(sin θ)

∂

∂θ
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2
]Y (θ, φ) = λY (θ, φ), (4.10)

− h̄2

2m
1
r

d2

dr2
rR+

λ

2mr2
R+ V (r)R(r) = ER(r). (4.11)

L̂
2
の固有値 λは整数 l (l ≥ 0)を用いて、

λ = l(l + 1)h̄2,

11



と書ける。s波というのは、l = 0のことであるから、

λ = 0.

これを (4.11)に代入すると,R(r)は次の方程式に従うことが分かる：

− h̄2

2m
1
r

d2

dr2
rR+ V (r)R(r) = E R(r). (4.12)

これに、V (r) = kr2/2 およびR(r) = Ne−αr2
を代入すると、

− h̄2

2m
1
r

d2

dr2
re−αr2

+
k

2
r2e−αr2

= E e−αr2
. (4.13)

左辺 =右辺となるよう定数を決める。

1
r

d2

dr2
re−αr2

= (−6α+ 4α2r2)e−αr2
,

より、

1. r2の係数を等しいとおいて,
2h̄2α2

m
=
k

2
.

よって、

α =

√
mk

2h̄
. (4.14)

2. 定数項を等しいとおいて
3h̄2α

m
= E.

ゆえに、

E =
3
2
h̄

√
k

m
. (4.15)

[参考] k = mω2と書くと、

E =
3
2
h̄ω,

となる。
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